Zagadnienia na egzamin magisterski

Kierunek: matematyka
Specjalnos¢: zastosowania matematyki w ekonomii i finansach

Niniejsze opracowanie zawiera wykaz zagadnien, w oparciu 0 ktore bedg formutowane pytania na
egzaminach magisterskich studentow specjalnosci nauczanie matematyki i informatyki. Jego
celem jest utatwienie systematycznego przegladu wiadomosci i podsumowania swojej wiedzy w
trakcie przygotowan do egzaminu magisterskiego. Opracowanie i udost¢pnienie studentom
ponizszego wykazu zagadnien nie oznacza jednak, ze przedmiotem egzaminu nie mogg by¢ inne,
nie ujete tu, a poznane w czasie studiow teorie czy problemy matematyczne (np. pewne
specjalistyczne zagadnienia, zwigzane blizej z tematyka pracy magisterskiej). W trakcie egzaminu
magisterskiego oczekuje si¢ od studentéw glownie wykazania umiej¢tnos$ci syntetycznego
przedstawiania zagadnien matematycznych i informatycznych, poznanych teorii i ich zastosowan.
Z uwagi na szeroki zakres materiatu, od zdajacych oczekuje si¢, aby omawiajac wazne
twierdzenia potrafili przedstawi¢ tylko gtowng ide¢ ich dowodéw (ewentualnie szkic dowodu), a
takze, by potrafili wszechstronnie ilustrowa¢ omawiane pojecia i dotyczace ich twierdzenia
przyktadami.

Wstep do matematyki
1. Liczby naturalne. Aksjomatyka Peano. Indukcja matematyczna.
2. Rachunek zdan i kwantyfikatoréw. Algebra zbiorow.
3. Relacje (réwnowaznosci, czesciowego porzadku).

4. Pojecia rownolicznosci zbioroéw oraz mocy zbioru, zbiory przeliczalne i nieprzeliczalne.

Analiza matematyczna
1. Podstawowe pojecia dotyczace funkcji, funkcje roznowartosciowe i ,,na”.
2. Przeglad funkcji elementarnych (definicje, wykresy i podstawowe wiasnosci).

3. Definicja aksjomatyczna zbioru liczb rzeczywistych. Kresy zbiorow. Zasada Archimedesa, czes¢
calkowita liczby rzeczywistej.

4. Pojecie ciggu liczbowego i jego granicy. Podstawowe twierdzenia dotyczgce granic ciggow. Pod-
ciggi 1 punkty skupienia. Twierdzenie Bolzano-Weierstrassa. Zasada zupetnosci Cauchy’ego.

5. Pojecie szeregu liczbowego. Podstawowe Kkryteria zbieznoSci szeregdéw liczbowych.

6. Granica i ciaglo$¢ funkcji. Podstawowe wilasnosci funkeji cigglych, w tym na odcinkach do-
mknietych 1 ograniczonych.

7. Pochodna funkcji jednej zmiennej. Interpretacja geometryczna i fizyczna pochodnej. Zastoso-
wanie rachunku rézniczkowego do badania przebiegu zmiennosci funkcji jednej zmiennej (prze-
dziaty monotonicznosci, ekstrema lokalne, wypuktos$¢ 1 punkty przegiecia).

8. Twierdzenia Rolle’a i Lagrange’a. Wzor Taylora dla funkcji jednej zmiennej. Zastosowania do
obliczania przyblizen funkcji.

9. Zbiezno$¢ punktowa i jednostajna ciaggu i szeregu funkcyjnego. Szereg potegowy. Rozwijanie
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funkcji w szereg potegowy.
Pojecie funkcji pierwotnej i podstawowe metody catkowania.

Catka Riemanna (definicja, podstawowe wiasno$ci, zastosowania). Podstawowe twierdzenie
rachunku rézniczkowego i catkowego, wzor Newtona-Leibniza.

Roézniczkowanie odwzorowan przestrzeni euklidesowych, pochodne czastkowe 1 pochodna mocna.
Podstawowe twierdzenia dotyczace pochodnych odwzorowan. Ekstrema lokalne.
Twierdzenie o funkcji uwiktanej oraz o lokalnym odwracaniu odwzorowan. Ekstrema zwigzane

(warunkowe).

Catkowanie funkcji dwoch i trzech zmiennych - calki iterowane, zamiana zmiennych (wspot-
rzedne biegunowe, sferyczne i walcowe).

Miara Lebesgue’a. Calka Lebesgue’a i jej zwigzek z calkg Riemanna.

Calki krzywoliniowe zorientowane i niezorientowane (informacyjnie - definicje, interpretacje
fizyczne, twierdzenie Greena).

Istnienie i jednoznaczno$¢ rozwigzan roéwnan rozniczkowych zwyczajnych (informacyjnie).
Pod- stawowe typy réwnan skalarnych (o zmiennych rozdzielonych, liniowe, zupeine) i uktady
rownan liniowych.

Algebra
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Liczby zespolone - interpretacja geometryczna, modul, argument, posta¢ trygonometryczna
liczby zespolone;j.

Mnozenie macierzy, rzad macierzy, macierz odwrotna. Wyznacznik, twierdzenie Laplace’a,
twierdzenie Cauchy’ego, metody obliczania wyznacznikow.

Przestrzen liniowa, podprzestrzen, liniowa niezaleznos¢, baza, wymiar.
Odwzorowanie liniowe, jadro, obraz, macierz odwzorowania liniowego.

Uktady réwnan liniowych. Metody rozwiazywania, eliminacja Gaussa, twierdzenie Cramera,
twierdzenie Kroneckera-Capellego, posta¢ zbioru rozwigzan uktadu réwnan liniowych.

Wielomian charakterystyczny macierzy (endomorfizmu), znajdowanie wartosci wiasnych 1 wek-
torow wlasnych endomorfizméw 1 macierzy.

Funkcjonaly dwuliniowe - istnienie bazy ortogonalnej, funkcjonaty dodatnio okreslone, kryte-
rium Sylvestera, ortogonalizacja Schmidta, iloczyn skalarny, nierowno$¢ Schwarza.

Grupy - definicja i podstawowe przyktady (grupa addytywna liczb catkowitych i jej podgrupy,
grupy permutacji i ich generatory, grupy reszt modulo n). Homomorfizmy i izomorfizmy grup.
Podgrupy, dzielniki normalne, grupy ilorazowe.

Pierscienie - definicja i podstawowe przyktady (pierscien liczb catkowitych, pierscienie wielo-
mianow, pierScienie macierzy kwadratowych nad danym ciatem, pierScienie reszt modulo n).
Idealy, idealy pierwsze 1 maksymalne, pierscienie ilorazowe.

Ciata - definicja 1 podstawowe przyktady (ciala liczb rzeczywistych i zespolonych, ciala skon-
czone Fp). Ciata algebraicznie domknigte. Zasadnicze twierdzenie algebry.



Arytmetyka
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Podzielnos$¢ liczb catkowitych, wtasnosci liczb pierwszych, rozktad na czynniki, algorytm Eu-
klidesa.

Wtasnosci kongruencji w zbiorze liczb catkowitych, mate twierdzenie Fermata.

Funkcja Eulera, twierdzenie Eulera. Twierdzenie chinskie o resztach.

Rachunek prawdopodobienstwai statystyka matematyczna

1. Elementy kombinatoryki (permutacje, wariacje, kombinacje).

2. Aksjomatyczna definicja prawdopodobienstwa, wzor na prawdopodobienstwo klasyczne,
prawdopodobienstwo geometryczne.

3. Prawdopodobienstwo warunkowe, twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym, wzor
Bayesa.

4. Niezalezno$¢ zdarzen losowych. Schemat Bernoulliego.

5. Zmienne losowe, rozktad zmiennej losowej (dwumianowy, Poissona, jednostajny, normalny,
wyktadniczy), dystrybuanta, parametry liczbowe rozkladu zmiennej losowej, wartos¢
oczekiwana, wariancja.

6. Prawa wielkich liczb (stabe Czebyszewa i1 mocne Kolmogorowa) oraz centralne twierdzenie
graniczne.

7. Porzadkowanie danych empirycznych i ich ilustracja graficzna (tablice liczebnosci, histogram,
wykres rozproszenia), charakterystyki liczbowe probki (mediana, $rednia, wariancja,
wspotczynnik korelacji).

8. Estymacja punktowa wartosci oczekiwanej 1 wariancji rozkladu. Estymacja przedziatowa
wartos$ci oczekiwane;j.

9. Pojecie testu statystycznego (hipoteza zerowa, alternatywna, poziom istotnosci, zbidr
krytyczny). Przyktady testow (dla wartosci oczekiwanej, test chi-kwadrat, Kolmogorowa),
pojecie btedow 11 II rodzaju.

Topologia

1. Pojecie metryki oraz przestrzeni metrycznej. Przyktady przestrzeni metrycznych.

2. Zbieznos¢ W przestrzeni metrycznej. Pojecie zbioru otwartego i domknigtego W przestrzeni
metrycznej. Pojecie ciaglo$ci odwzorowan przestrzeni metrycznych.

3. Pojecie przestrzeni metrycznej spojnej, zwartej oraz zupelnej i ich wlasnosci. Charakteryzacja
zbioru zwartego w przestrzeni R". Zasada Banacha o punkcie statym dla kontrakcji.

4. Przestrzenie topologiczne i przeksztatcenia ciagtle.

5. Operacje na przestrzeniach topologicznych: podprzestrzenie, produkt, przestrzen ilorazowa.

6. Aksjomaty oddzielania.

7. Przestrzenie topologiczne zwarte, przestrzenie topologiczne spojne.
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. Pojecie rozmaitosci topologicznej, przyktady rozmaitosci z brzegiem i bez brzegu.
. Homotopia odwzorowan, przestrzenie homotopijnie rownowazne, przestrzenie $ciggalne.

0. Wzor Eulera dla graféw, charakteryzacja bryt platonskich za pomocg grafow na sferze.

Analiza zespolona
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Reprezentacja trygonometryczna liczby zespolonej. Pojgcie argumentu 1 argumentu gtownego.
Wzor de Moivre’a. Pierwiastki n-tego stopnia.

Podstawowe funkcje zmiennej zespolonej: funkcja wyktadnicza, logarytm zespolony, funkcje
trygonometryczne. Definicje 1 wtasnosci.

Pojecie pochodnej zespolonej. Definicja. Zwigzek z rézniczkowalno$cig w sensie rzeczywistym (w
tym warunki Cauchy’ego-Riemanna). Przyktady.

Zespolony szereg potegowy. Promien zbieznosci. Twierdzenie o rozniczkowalnos$ci szeregu
potegowego.

. Pojecie funkcji holomorficznej. Przyktady. Zwigzek z rozwijalnoscia w szereg potegowy.
. Funkcja pierwotna. Definicja, przyktady. Twierdzenie o istnieniu funkcji pierwotne;.
Twierdzenie catkowe Cauchy’ego. Wzor catkowy Cauchy’ego. Twierdzenie Morery.

. Zasada maksymalnego modutu.

. Funkcje catkowite. Definicja i przyktady. Twierdzenie Liouville’a.

10. Pojecie szeregu Laurenta. Rozwinigcie funkcji holomorficznej w szereg Laurenta.

1

1. Punkty osobliwe odosobnione. Definicje, przyklady.

12. Pojecie residuum oraz indeksu. Twierdzenie o residuach.

Analiza funkcjonalna

. Przestrzen unormowana, przestrzen Banacha. Przyktady.

Przestrzenie ciggowe (przyktady, standardowe normy, o§rodkowos$¢, zupetnosc).

Przestrzenie funkcyjne (przestrzen funkcji ciggltych 1 ograniczonych, przestrzen Lp([0,1]).
Operatory liniowe 1 ograniczone (definicje oraz wybrane warunki rOwnowazne na ograniczonosc).

Klasyczne twierdzenia analizy funkcjonalnej: twierdzenie Hahna—Banacha, twierdzenie o wykresie
domknietym, twierdzenie o odwzorowaniu otwartym, twierdzenie Banacha—Alaoglu oraz
twierdzenie Kreina—Milmana.

Przestrzenie Hilberta (definicja i przyktady). Szeregi Fouriera.



Rownania rozniczkowe

1.

Istnienie 1 jednoznaczno$¢ rozwigzan zagadnien poczatkowych: Twierdzenie Cauchy-Peano,
Lemat Eulera, Nierowno$¢ Gronwalla, Twierdzenie o jednoznaczno$ci rozwigzan, Twierdzenie
Picarda-Lindel\"{o}fa.

Globalne twierdzenie o istnieniu i jednoznaczno$ci rozwigzan zagadnien poczatkowych.

Liniowe réwnania rozniczkowe: macierz fundamentalna, Lemat Liouville'a, Twierdzenie o wariacji
statych.

. Liniowe autonomiczne réwnania rézniczkowe i ich rozwigzania. Wtasnosci operacji $A \to

e"{At}$.
Potok indukowany przez autonomiczny uktad rownan rézniczkowych.

Portret fazowy uktadow rownan rozniczkowych; struktura portretu fazowego w otoczeniu
ustalonego punktu (lemat o prostowaniu, twierdzenie Hartmana - Grobmana); portrety fazowe
liniowych autonomicznych rownan roézniczkowych (klasyfikacja).

. Elementy teorii stabilno$ci Lapunova - stabilno$¢ i asymptotyczna stabilno$¢; funkcja Lapunova;

linearyzacja autonomicznego uktadu rownan rézniczkowych a stabilno$¢ potozen réwnowagi.

Metoda rozdzielonych zmiennych dla jednowymiarowych rownan przewodnictwa ciepta z
warunkami brzegowymi Dirichleta i Neumanna oraz rownania struny.

Rozwiazywanie zagadnienia Poissona na prostokatach, kotach i pierscieniach metoda rozdzielonych
zmiennych.

10. Zasada maksimum i jednoznaczno$¢ dla rownania Poissona z warunkami brzegowymi Dirichleta.

Analiza dynamiczna proceso6w ekonomicznych
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Przyktady modeli ciggtych i modeli dyskretnych opisujacych procesy ekonomiczne, w tym modele
rynku i dynamiczny model Arrowa-Hurwicza.

Rownowaga miedzyokresowa. Analiza stabilnosci rOwnowagi w wybranych modelach
prowadzacych do réwnan rézniczkowych lub réoznicowych pierwszego lub drugiego rzedu.

Modele ciagle matematyKi finansowej
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Opis klasycznego modelu Blacka-Scholesa rynku finansowego z czasem cigglym. Podstawowe
pojecia zwigzane z wyceng opcji typu europejskiego (funkcja wyplaty, strategia samofinansujgca
si¢, cena sprawiedliwa).

Wzér na wycene ceny sprawiedliwej europejskiego kontraktu opcyjnego. Omowienie wybranej
metody aproksymacji ceny (np. metody Monte Carlo lub aproksymacji dwumianowej).

Procesy stochastyczne

1. Procesy gaussowskie i ich charakterystyki pierwszego i drugiego rzedu.

2. Rozklady stacjonarne dla fancuchow Markowa.

3. Twierdzenia ergodyczne dla stochastycznych procesow stacjonarnych.






