Zagadnienia na egzamin licencjacki

Kierunek: matematyka

Specjalnos¢: ogolna

Zaleca sig¢, by egzamin dyplomowy skladal sie z co najmniej trzech pytan.

Jedno z pytan doty- czy¢ moze tematyki pracy seminaryjnej, moze by¢ to krotka
prezentacja pracy lub pytanie dotyczqce zagadnien bezposrednio z nig zwigzanych.
Pytanie takie moze wykraczaé poza ponizszy zestaw za- gadnien. Pozostale pytania
dotyczq tresci przedmiotow realizowanych przez studenta.

Wstep do matematyki

1. Klasyczny rachunek zdan i rachunek kwantyfikatorow: zdania w sensie logicznym,

zdania proste i ztlozone, warto$¢ logiczna zdania, tautologie i metoda 0-1
weryfikowania tautologiczno$ci, uwagi o dowodzeniu w matematyce, funkcje
zdaniowe, kwantyfikatory, podstawowe tautologie rachunku kwantyfikatorow.

. Podstawy teorii zbioréw: algebra zbioréw (podzbiory i dzialania na zbiorach), prawa
rachunku zbioréw, zbiory potegowe, iloczyn kartezjanski, dziatania uogo6lnione,
uwagi o aksjomatyce teorii mnogosci.

Liczby naturalne: uwagi o aksjomatyce Peano, zasada indukcji matematycznej i
przyktady jej zastosowania.

Relacje: podstawowe typy relacji binarnych (zwrotna, symetryczna, przechodnia,
stabo antysymetryczna, spdjna), grafy i macierze relacji, relacje rGwnowaznosci
(klasy abstrakcji, zbiory ilorazowe zasada abstrakcji), relacje czesciowego porzadku
(diagramy Hassego skonczonych posetéw, elementy ekstremalne i kresy, porzadki
liniowe).

. Funkcje: funkcja jako relacja, funkcje roznowartosciowe (iniekcje), funkcje "na"
(suriekcje) i wzajemnie jednoznaczne (funkcje odwracalne, bijekcje), sktadanie
funkcji, funkcja odwrotna, obraz i przeciwobraz zbioru poprzez funkcje.

Teoria rownolicznosci zbiorow: definicja rownolicznosci zbiordéw 1 pojecie mocy
zbioru, zbiory przeliczalne i nieprzeliczalne wraz z przyktadami, twierdzenia Cantora
i Cantora - Bernsteina i przyktady zastosowan, nieistnienie zbioru wszystkich
zbiorow.



Matematyka dyskretna

1. Podzielno$¢ liczb catkowitych, wlasnosci liczb pierwszych, rozklad na czynniki
pierwsze, algorytm Euklidesa.

2. Wiasnosci kongruencji w zbiorze liczb catkowitych, Chinskie twierdzenie o resztach.
3. Funkcja Eulera, twierdzenie Eulera, mate twierdzenie Fermata.

4. Podstawowe techniki zliczania obiektow (metoda bijektywna, reguta wlaczania i
wylaczania, rekurencja).

5. Funkcje tworzace i ich zastosowania.

Algebra

1. Liczby zespolone - interpretacja geometryczna, modul, argument, postac
trygonometryczna liczby zespolonej.

2. Mnozenie macierzy, rzad macierzy, macierz odwrotna. Operacje elementarne na
wierszach i kolumnach. Wyznacznik, twierdzenie Laplace’a, twierdzenie
Cauchy’ego, metody obliczania wyznacznikow.

3. Przestrzen liniowa, podprzestrzen liniowa niezalezno$¢, baza, wymiar.
4. Odwzorowanie liniowe, jadro, obraz, macierz odwzorowania liniowego.

5. Uklady roéwnan liniowych. Rozwigzywanie metoda eliminacji niewiadomych,
twierdzenie Cramera, twierdzenie Kroneckera-Capellego, posta¢ zbioru rozwiagzan
uktadu rownan liniowych.

6. Wielomian charakterystyczny macierzy (endomorfizmu), znajdowanie wartosci
wlasnych 1 wektorow wlasnych endomorfizméw 1 macierzy. Diagonalizowanie
macierzy.

7. Funkcjonaty dwuliniowe, iloczyn skalarny, dodatnia okre$lonos¢, kryterium
Sylvestera, nieréwno$¢ Schwarza.

8. Grupy - grupa addytywna liczb catkowitych i jej podgrupy, grupy permutacji i ich
generatory, grupy reszt modulo n. Homomorfizmy i izomorfizmy grup. Podgrupy,
dzielniki normalne, grupy ilorazowe.

9. Pierscienie - pierscienie wielomianoéw, pierscienie reszt modulo n. Ideatly, idealy
pierwsze 1 maksymalne, pierscienie ilorazowe.

10. Ciala - definicja i podstawowe przyktady (ciata liczb rzeczywistych i zespolonych,
przyktady ciat skonczonych).



Analiza matematyczna

1.

10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

Definicja aksjomatyczna zbioru liczb rzeczywistych. Kresy zbiorow. Zasada
Archimedesa, czes¢ catkowita liczby rzeczywiste;j.

. Pojecie ciggu liczbowego 1 jego granicy. Podstawowe twierdzenia dotyczace granic

ciggow. Pod- ciagi i punkty skupienia. Twierdzenie Bolzano-Weierstrassa. Zasada
zupetnosci Cauchy’ego.

. Pojecie szeregu liczbowego. Podstawowe Kkryteria zbieznosci szeregow liczbowych.

. Granica 1 cigglos¢ funkcji. Podstawowe wtasnosci funkcji cigglych, w tym na

przestrzeniach zwartych 1 spojnych.

Pochodna funkcji jednej zmiennej. Interpretacja geometryczna pochodnej.
Zastosowanie ra- chunku rézniczkowego do badania przebiegu zmiennosci funkcji
jednej zmiennej (przedzialy monotonicznosci, ekstrema lokalne, wypuklo$¢ 1 punkty
przegiecia).

. Twierdzenia Rolle’a 1 Lagrange’a. Wzor Taylora dla funkcji jednej zmiennej.

Zastosowania do obliczania przyblizen funkcji.

Zbiezno$¢ punktowa i jednostajna ciggu i szeregu funkcyjnego. Szereg potegowy.
Rozwijanie funkcji w szereg potegowy.

. Pojecie funkcji pierwotnej i podstawowe metody catkowania.

. Calka Riemanna (definicja, podstawowe wiasnosci, zastosowania). Podstawowe

twierdzenie rachunku r6zniczkowego i catkowego, wzor Newtona-Leibniza.
Pojecie metryki oraz przestrzeni metrycznej. Przyktady przestrzeni metrycznych.

Zbieznos¢ W przestrzeni metrycznej. Pojecie zbioru otwartego i domknigtego w
przestrzeni metrycznej. Pojecie ciaglosci odwzorowan przestrzeni metrycznych.

Pojgcie przestrzeni metrycznej spdjnej, zwartej oraz zupelnej i ich wiasnosci.
Charakteryzacja zbioru zwartego w przestrzeni R". Zasada Banacha o punkcie
stalym dla kontrakc;ji.

Roézniczkowanie odwzorowan przestrzeni euklidesowych, pochodne: czastkowe, staba,
mocna. Podstawowe twierdzenia dotyczace pochodnych odwzorowan. Ekstrema
lokalne.

Twierdzenie o funkcji uwiktanej oraz o lokalnym odwracaniu odwzorowan. Ekstrema
zwigzane (warunkowe).

Calkowanie funkcji wielu zmiennych - calki iterowane, zamiana zmiennych
(wspolrzedne bie- gunowe, sferyczne i walcowe).

Miara Lebesgue’a. Catka Lebesgue’a, porownanie z catkg Riemanna.



Rownania rézniczkowe zwyczajne

1.
2.

Istnienie i jednoznaczno$¢ rozwigzan réwnan rozniczkowych zwyczajnych.

Liniowe rownania rozniczkowe.

Rachunek prawdopodobienstwa

1.
2.

Elementy kombinatoryki (permutacje, wariacje, kombinacje).

Aksjomatyczna definicja prawdopodobienstwa, definicja prawdopodobiefistwa w
przestrzeniach przeliczalnych.

Prawdopodobienstwo warunkowe, twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym,
wzor Ba- yesa.

Zmienne losowe, wektory losowe i ich charakterystyki liczbowe (wartosci oczekiwane,
wariancje).

Podstawowe rozktady zmiennych losowych (normalny, Poissona, dwumianowy,
jednostajny i wyktadniczy).

Niezaleznos¢ zmiennych losowych (oraz zdarzen i rodzin zdarzen). Schemat Bernoulliego.
Nierownos¢ Czebyszewa i stabe prawo wielkich liczb. Mocne prawo wielkich liczb.

Centralne twierdzenie graniczne.

Statystyka i analiza danych

1.

Elementy statystyki opisowej (histogram, wielokat czgstosci, krzywa czgstosci
wzglednych, miary tendencji centralnej i rozproszenia).

Elementy analizy regresji liniowej. Metoda najmniejszych kwadratow. Wspotczynnik
determinacji.

Klasyfikacja 1 grupowanie. Algorytm k najblizszych sgsiadow. Algorytm k $rednich.



